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一.前言

立體圖形係屬於圖形與空間之範疇。兒童的生活空間中最常接觸的就是立體圖形，而平面圖形宜從像立方體、錐體、柱體、球體、長方體的面來辨識。一般在日常生活中常見的具體實物如盒子、箱子、罐頭……等，兒童通常都用三角的、四角的、圓的或像盒子的形狀，像球的形狀，像罐頭的形狀等詞彙來描述它，因為這個階段的兒童辨識物體的形狀通常是以物體整體的外觀來辨認。因此在初級的教學上就是先讓兒童運用他們的詞彙來辨識球、圓錐、圓柱和長方體等立體形體，之後教導兒童開始藉由相同數量或不同數量全等的積木堆積造型，進行物體之間形體大小的比較，漸漸帶入體積的概念與認識相關的單位名稱（例如：立方公分、公升）。爾後，兒童會開始接觸到『角』的概念，兒童可以由操作開始認識正方體和長方體的構成要素及透視圖與展開圖。接下來，教學的重點進入到讓兒童藉著觀察長方體、正方體中邊與面的關係來建立平行與垂直的概念。基於上述基本概念的循序建立後，立體圖形的範疇即擴展至柱體與錐體間之間相關概念之延伸與比較。
然而，有關面積與體積的測量往往受空間概念的影響甚鉅，從幾何組成因素的觀點而言，『線』是由無限多個點所組合成的；『面』則是由無限多條線緊密排列而成，至於『體』則是透過面的堆積而形成的，基於此，幾何課程往往根據「點→線→面→體」的結構而設計。然而，教育學家往往從兒童的觀點，認為應從事實存在的物理現象著手，如John J.Del Grande(1987)認為兒童在早期是透過視覺、聽覺、觸覺與移動方式等的活動經驗來探索他們的思考，這種對空間的知覺是直覺的，是先於語言的，故形成「體→面→線→點」的結構，前者從微觀（即組成要素）出發，較為抽象；後者從宏觀（即整體）出發，較為具體。


二.數學結構與本質概念
A.體積
1. 定義:
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一物體的體積為此物體所佔空間的大小。此一定義可獨立於物體之外，而成為某一封閉曲面內的空間之大小。若定義面積是封閉曲線所圍成的平面區域的大小，則面積和體積的意義的唯一差別在於：一個是二維的；一個是三維的。二維空間的每一點可畫出兩條互相垂直的線，如：     ；三維空間的每一點則可畫出三條互相垂直的線，如：

2. 意義:
Linda, Margaret & Olwen （1984）認為體積應包含下列四個不同層面的意義：

外體積（external volume）：即透過視覺，知覺到的物體占空間的大小，不論其為實心或空心，如：皮球、積木或空臬子。

內體積（internal voluem）：即物件內部空間大小，此乃指空心物件的內部容積，一般指的是裝載固體的小個物，如：盒子內可裝８個白色小積木，表示盒子的容積是８立方公分。

排他性體積（displace volume）：即物件體積的大小是透過排出的液量表示原物件的體積，如：石頭的體積，可透過將其擲入滿水位的水缸內，流出的液體體積即表示石頭的體積。

液積與容量（liquid volume and capacity）：液積表示液體所佔有空間的量，代表液體體積又稱液量。容量則是容器的最大裝載量，一般表示裝載液體的量。
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一個保險箱佔據辦公室很大的空間（外體積），裡面的空間（內體積或容積）放物品的地方很小。剛好只放了一顆3克拉的鑽石（此物體的體積必然很小，不足1立方公分）。一個可裝750毫升（容量）的保溫水壺連蓋子的體積（外體積）蠻大的，它佔據了小背包可裝東西的地方（容積）的六分之一，現在裡面只裝了200毫升（液積）的熱咖啡。

上面的敘述提到的量皆可以用體積的概念加以概括，但由於生活的需要以及認知發展的差異，使我們在課程設計時要謹慎啟用這些語詞，並且注意與學生溝通問題情境中的意義。例如：「長度為10公尺，內徑為 1公尺，厚度為10公分的水泥管的體積」指的到底是水泥管的材料的體積，還是將水泥管埋置地下時，所需移走的土方的體積﹖
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3. 體積的單位:
與長度和面積一樣，必須選定一個單位。單位選擇的考慮則與面積相同，必須滿足下列三個條件：

1.此單位的幾何形狀必須能填滿空間，向外延伸。

2.此單位要能夠被簡單地等分分割。

3.此單位及其等分分割量的計數需能配合數的加減乘除。

只有正方體能夠滿足上述要求，長方體可滿足1.2.，但不能滿足3.。

再從國際單位制的立場來說，做為單位的正方體的邊長必須是1公尺。因此，體積的正式單位為1立方公尺。在日常生活中，1立方公尺的水或瓦斯，簡稱為1度。

每邊長1公分的正方體也是極為常用的單位，是1立方公尺的10分之一倍，適合描述小物體或小空間的體積。

4. 體積是堆疊活動的抽象
體積則是透過堆疊活動來描述其占空間的大小，如：8×4×2的紙盒是用了8個2×2×2或64個1×1×1的積木緊密堆疊起來的，故可說紙盒的體積和8個2×2×2或64個1×1×1的積木合起來一樣大。

5. 體積的保留性
將一黏土球搓成條狀，問兒童從球狀搓成條狀後黏土變多了？還是變少了？還是沒有改變？結果發現五歲兒童約有33%具有此保留概念，但當把黏土切成好幾塊，再問同樣的問題量，則到了九歲仍有許多人認為變多了，可見變形活動與切割活動，對兒童而言是屬於不同層次。

至於體積概念的瞭解則困難度更高，例如：提供四塊積木長、寬、高分別為2×2×2一塊，2×2×4二塊，1×2×8一塊，而相同的二塊積木其放置方向不同，形成如 [image: image6.png]T e,



 的排列，顯然的，ㄆ的高是ㄅ的二倍，ㄈ的高是ㄇ的一半，此時要求學生拿出占去空間大小一樣的積木，結果發現智商在中等以上的學生，七歲半組有85%能不受積木放置方向的影響，說出ㄆ和ㄇ一樣大，只有12%說出ㄇ和ㄈ也一樣大，但到了九歲十一個月，仍只有29%的兒童能接受ㄈ和ㄆ、ㄇ所占空間大小相同，但若把積木分割好如 [image: image7.png]


，則通過率分別提升至60%和84%，可見要兒童能將一塊1×2×8的積木，想像成中間切一半後重新組成形成如：  [image: image8.png][T Ja=F



相同大小是一件困難的事。

6. 體積的直接比較

將體積簡化為面積或長度的量進行比較。例如：先提供三長、寬、高均相同的物體，再透過疊合活動，經驗全等物體體積相同的事實。其次再底面積相同、高度不同的物體，或高度相同、底面積不同的物體，進行比較。體積比較可透過高或面積的直接比較，區辨體積的大小。除此之外亦可透過堆疊或切割活動以經驗兩物體體積的大小關係，如兩塊同高，但不同粗細的紅蘿蔔，其佔空間大小將有別，但若將較粗的一根紅蘿蔔沿周圍削去一部分使兩塊粗細相同，則兩者體積相等。

7. 體積的測量概念

立體物件轉換成二維圖像，其間的轉換需透過空間思考能力的培養，故測量概念必需掌握1.單位量的點數；2.單位量的轉換；3.測量公式均能掌握才得以形成，今分別從三方面說明之：

1.單位量的點數：測量活動從個別單位量的描述到普遍單位量的共識，將為測量單位建立重要的前置經驗。體積的測量，除了三維個別單位的小個物的點數外，平面的點數均需另一層次的空間表徵的轉換與空間思考能力。[image: image9.png]
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如：甲圖是用8個 [image: image11.png]


  堆起來，故是8個立方單位，兒童若缺空間能力，往往只會直觀的點數格子而形成12個立方單位的錯誤概念。乙圖則需透過分解與合成概念，瞭解體積是15個立方單位。

2.單位量的轉換：個別單位是測量的基本單位，但不同單位量之間的轉換是有效掌握單位量與單位數之間關係的重要概念。體積單位量間的轉換難度更高，必須透過實際操作，經驗兩個單位量間的關係，如 [image: image12.png]


  用了24個一立方公分的小積木堆起來；若改用邊長為二分這一的正方體則需多少固？此時，兩個不同單位量間，是1:8的關係必須有實際操作活動的經驗，察覺到三維的關係，才不會以為邊長是原來的一半，故個數增加一倍為48個即可的錯誤概念。

3.測量公式：由於物件的多樣性，體積的測量亦凸顯其多元性，從二維的量（如：底面積）乘一維的量（如：高）形成三維的量表示物件的體積，此需具有較高成熟度（如從無限的觀點等），亦無法透過具體操作，以經驗三維空間關係，故體積的測量雖是三維空間的量，但實際上為一計數系統，如： [image: image13.png]


先掌握邊長為一公分的正方體體積表示體積的基本計量單位，再透過堆疊活動，經驗一排有二個 [image: image14.png]


    ,二排則有四個 [image: image15.png]


  ，若有二層則透過語言溝通建立長、寬、高的共識，故共有8立方公分，即使形如[image: image16.png]


    的長方體，亦能瞭解其是可切割成長有2個、寬有3排、高有5層共有30個一立方公分的所堆疊而成，故是30立方公分。至於不規則物體，則可透過排他性體積的測量方式，然此時兒童保留概念若未臻成熟階段，無法察覺等積異形的關連性，則即使教導公式，兒童只是採用模仿或記憶的策略，無法瞭解公式的意義。

8. 體積的估測概念

測量在實測領域中除了實測部份外，量感的培養是教學的重點，故估測活動在教材中即應不可或缺，如猜猜看黑板大概要多少張圖畫紙才能蓋滿，由於兒童已有覆蓋的經驗，即可透過任何自然工具，包括目測或手量以感覺到估測一個單位量與單位數的關係，又如猜猜看一張色紙有多大？再用工具去檢驗，此種先猜後檢驗的活動，既能引起兒童參與的興趣，又能培養估測的能力，尤其測量單元若呈現在紙上早已不是實驗而是等比例的縮小（雖然有時成年人一時疏忽，作圖本身即已失去標準比例，往往影響兒童學習），即使如體積亦可提供經驗，進行估測，否則若不在課程上提供估測的教材，將更不易培養兒童的量感，亦不容易產生有意義的學習。
B. 分類
1. 正方體與長方體：
	
	正方體
	長方體

	共通點
	皆為四角柱體

	定義
	1. 是由面、邊、頂點組成。

2. 各面是由大小相同的正方形組成。

3. 正方體有6個面，每個面都是大小一樣的正方形。
	1. 是由面、邊、頂點組成。

2. 相對的面是大小、形狀相同的長方形組成。

3. 長方體有6個面，兩兩對應的面，相對的面大小形狀都相同。

	視圖
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◤視圖、透視圖、展開圖◢
視圖：是在立體（如正方體、長方體、角柱與角錐）命名後，為了要確保學生能夠從不同取景角度畫出的平面圖像，把視圖稱為平面立體圖。

透視圖：是把視圖加入看不見的邊，以虛線表示而得到的。

展開圖：是把立體剪開，沿著邊剪開後平貼在桌上，而且剪開來的幾個面是連在一起的，摺起來又可以摺成原來的立體，這種叫做立體的展開圖。
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· 特性比較
	特性
	正方體
	長方體

	全等的面
	6個全等的面
	3對全等的面

	頂點
	8個
	8個

	邊
	12個
	12個

	邊長
	每一邊皆相等
	三組(長、寬、高)不同邊長，每一組各四個邊

	對應平行邊
	三組
	三組

	體積
	長×寬×高
	長×寬×高


2. 柱體與椎體：
· 認識柱體與椎體

	
	柱體
	錐體

	定義
	1. 我們依照柱體底面的形狀來稱呼柱體。像底面是三角形、四邊形、就分別稱它們為三角柱、四角柱。

2. 兩個上下平行且全等的面稱為柱體的底面；其他的面稱為柱體的側面。
	我們依照底面的形狀來稱呼錐體。當錐體的底面是三角形、四邊形、五邊形及六邊形時，則分別稱它們為三角錐、四角錐、五角錐和六角錐。

	分類
	1. 直角柱：有上下為全等的多邊形的底，且互相平行，其側面均為長方形。

2. 正角柱：與直角柱的唯一差別在其底面均是正多邊形。

3. 斜角柱：有上下為全等的多邊形的底，且互相平行，各側面均為平行四邊形。

4. 正圓柱；上下為全等的圓形，側面與底面為垂直關係。

5. 斜圓柱：上下底亦為全等的圓形，上下底互相平行。
	1. 正角錐：底面為正多邊形，頂點在過正多邊形中心的垂線上。自頂點至底面個頂點連線都等長，其各側面都是全等的三角形。正角錐可依底面為正n邊形，稱為正n角錐。

2. 斜角錐：底面則為多邊形，頂點沒有條件限制

3. 正圓錐：底面都是圓形，頂點必需在底面圓心的垂線上。

4. 斜圓錐：底面都是圓形，頂點沒有條件限制。

	點、面和邊的關係
	點的個數=底面邊數×2 

             邊的個數=底面邊數×3

             面的個數=底面邊數+2
	點的個數=底面邊數+1

        邊的個數=底面邊數×2

            面的個數=底面邊數+1

	展開圖
	三
角
柱
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【辨識角柱與角錐】
（1） 角柱是指上下兩個底面全等且平行、側面都是長方形且分別和底面垂直的立體圖形，依底面的形狀不同有三角形角柱、四邊形角柱、五邊形角柱..等等角柱。如果底面是正多邊形時，角柱的側面則是全等的長方形。

（2） 如果底面只有一個，另一端是頂點的立體圖形，則是角錐。角錐依其底面來決定是幾角錐。底面如果是三角形是三角錐，四邊形是四角錐，五邊形是五角錐..等等角錐。當底面是正多邊形時，角錐的側面則是等腰三角形。

（3） 在辨識角柱與角錐的教學活動中，師生應準備各種不同的角柱與角錐立體模型(實際操作)。引導學生討論，如哪些立體圖形有尖點，哪些沒有。觀察它們的側面是什麼形狀，底面是什麼形狀…等問題，經由分類與命名，引導學生如何去辨識角柱與角錐。
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· 角柱與角椎比較
	形狀
	角柱
	角錐

	立體結構圖
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	頂點
	個數
	底面邊數×２
	底面邊數＋１

	邊
	個數
	底面邊數×３
	底面邊數×２

	面
	底面
	形狀
	多邊形
	正多邊形

	
	
	特點
	1、兩個底面互相平行且全等

2、底面和側面互相垂直
	沒有垂直或平行的面

	
	
	個數
	２個
	１個

	
	側面
	形狀
	長方形
	等腰三角形

	
	
	特點
	底面和側面互相垂直
	側面上的邊有共同的頂點

	
	
	個數
	底面邊數
	底面邊數

	
	面的總數
	底面邊數＋２
	底面邊數＋１


· 圓柱與圓椎比較
	形狀
	圓柱
	圓錐

	立體結構圖
	    [image: image33.png]
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	頂點
	個數
	０個
	１個

	邊
	個數
	２條
	１條

	面
	底面
	形狀
	圓形
	圓形

	
	
	特點
	1、兩個底面互相平行且全等

2、底面和側面互相垂直
	沒有垂直或平行的面

	
	
	個數
	２個
	１個

	
	側面
	形狀
	展開後為長方形
	展開後為扇形

	
	
	特點
	曲面
	曲面

	
	
	個數
	１個
	１個

	
	面的總數
	３個
	２個

	展開圖
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	   [image: image36.png]




	說明
	展開後底面（圓形）的周長
＝側面（長方形）的長
圓柱體的高

＝展開後側面（長方形）的寬
	展開後底面（圓形）的周長
    ＝側面（扇形）的弧長


3. 球體：

球面是指一種三維閉曲面，其上每一點到給定點（球心）的距離都是相等的。由於球心不易感覺到，因此若是將球體定義為球體表面上任一點到球心的距離相等，兒童較難體會。如果將球體定義為半圓形以直徑為軸，旋轉一周，並以可折疊的低采球為實例，就好得多。並可以指導兒童利用球形物體，切開觀察其截面圖，讓兒童發現球形的每一個截面是圓形的，且發覺當位置愈中間時，截面會愈大。



三.認知結構

A.空間幾何思考模式－五個發展階段
兒童的空間幾何思考模式具有五個不同的發展階段（由 Pierre van Hiele和Dina van Hiele-Geldof 兩位荷蘭教師所提出，其理論的優點不但可描述幾何知識發展理論，還可以提供幾何教學的指導。），分別是視覺、分析、非形式化的演繹、形式的演繹、嚴密性等五個發展階段，每個階段均各具有其發展特徵。
根據Van Hiele研究現顯示，國小低年級學童都均在0層次的視覺期，故其對幾何圖形的了解需藉由實物的操作、觀察、敘述與比較，經過無數次具體經驗，使其在視覺層次具備豐富經驗後，始能秩序漸進的達到較高層次。中年級學童大約可以達到第一層；高年級學童大約在第一期至第二期的過渡時期。

	1. 層次0：視覺 ( visuality) 
在這個層次的兒童能透過圖形的整體輪廓辨認，去學習辭彙及辨認，或再造出一個與指定的圖形相同的圖形，但不能利用圖形的特徵或組成要素來分析。

	◤
說

明

◢
	在此階段中，兒童是透過視覺觀察具體實物，由實物的輪廓來辨識圖形。例如：兒童所知道的長方形，是因為以前所看到長方形就是這個樣子或它是像門的樣子；兒童所知道的「正方形」、「圓形」是因為它長得「方方正正的」，或它像以前所吃過的餅乾的樣子。

此階段的兒童可以學習數學非標準語言或數學術語。例如：兒童知道「正方形」、「圓形」這些術語但還不能了解「正方形」、「長方形」、「圓形」真正的定義。故在低年級教學時，宜多安排具體物操作的活動，諸如：滾動、堆疊、造型、塗色、描繪……等活動，透過這些活動讓兒童實際經驗並獲得概念。

	2. 層次1︰分析(analysis)
在這個層次能分析圖形特徵及組成要素，但不能解釋性質之間的關係，也不能了解正式圖形定義。

	◤
說

明

◢
	當兒童具有足夠的、完整的視覺辨識階段的特徵後，即進展到此一描述階段。此階段的兒童能開始分析幾何的概念，即透過觀察及實際驗證的方法，分析圖形的組成要素及圖形的性質。例如：兒童所知道的「長方形」是因為它有四個直角，有兩個長邊，有兩個短邊，有兩對邊平行，所知道的「正方形」是因為它有一樣長的四個邊，有四個直角。

	3. 層次2︰非形式化的演繹 (informal deduction)
在這個層次能建立圖形之間的關係及性質之間的關係網路，能了解定義並解釋非正式的論証，但不能了解證明或定理的重要性，不能由不熟悉的前題去建立證明結果的成立。

	◤
說

明

◢
	例如：兒童能了解到長方形是一個直角的平行四邊形，正方形是長方形的一種。

	4. 層次3︰形式的演繹 (formal deduction)—
在這個層次可以了解到證明的重要性和了解「未定義名詞」、「定理」和「公理」的意義，能嚴密地證明及建立定理間的關係網路，能比較一個定理的不同證明方式。

	◤
說

明

◢
	兒童開始會了解到推論的重要性，了解到定理的不同證明方法。例如：如果這個圖形是一個平行四邊形而且有一個直角，則可證明此圖形是一個矩形。

	5. 層次4︰嚴密性(rigior)
在這個層次能學習不同的幾何系統，並在不同的幾何系統作比較，如歐氏幾何與非歐氏幾何之比較。


國小階段學生的空間幾何思考模式，一般而言，屬於Van Hiele的是視覺期和描述期。「視覺期」的特徵是能依據「形體的外觀」進行直接的辨識、比較（比對）、操作；而「描述期」的特徵是能依據「形體外觀的部分特徵及其間巨象的關連」配合經驗進行形體性質的描述、比對、和分析的活動。這個時期的兒童應透過視覺觀察具體物，進行堆疊、製作、描繪的操作性活動，並逐漸豐富視覺經驗而發展出比對與分析圖形和形體的組成的起始能力。高年級的學生應該已能夠透過「視覺」和「自然語詞」，觀察、描述和比較基本的平面和立體圖形的特徵。此外，學生能夠用文字或記號來描述平面和立體圖形（例如四邊形、立方體等）的性質、透過實驗發現和實物比對說明圖形的特徵、依據察覺的圖形特徵說出合於某些性質的圖形及依靠觀察直接比較不同類圖形性質的異同。

以上的發展階段，第三、四階段屬於較高深的幾何思考，不屬於國小階段兒童，因此低年級對幾何的理解須藉由實物，不斷的具體經驗的學習，以豐富他們的視覺經驗，使其在低階段的學習經驗豐富了之後，則可循序漸進到較高的階段。
B.迷思概念

· 學生常會搞混柱體與錐體，尤其是柱體與錐體的組成要素：點、線、面的垂直與平行之關係。教師需特別強調「有一頭尖尖的是圓錐體」與「兩頭都平的是圓柱體」的觀念。

· 重視公式的記憶，輕忽概念的瞭解
由於國內教學較重視公式的熟悉與應用，故學童面對可直接套入公式的問題答對率均較高，如IAEP的施測結果發現十三歲組對[image: image38.png]


   的體積通過率達81.6%，而當問題轉換成一個正方體邊長4公分，一個長方體底面積32平方公分，而兩者體積相等則長方體的高是多少”時，通過率立刻降至60.3%。

· 保留性的不足
例題：甲盒子是空的，它可以裝12立方公分的東西，把黏土乙放入甲盒如下面右圖甲，請問甲盒還可以再裝多少立方公分？
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 高敬文（民78）研究結果，臺灣六年級學生通過率為78.2%，英國為68.3%。當繼續追問將甲盒內乙黏土取出，切成三片，再放入甲盒內如下面右圖甲，甲盒還可以再裝多少立方公分？通過率臺灣驟減約17%為61.5%，英國為62.0%，可見我國兒童保留概念與測量概念比較結果較為不足。
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 迷思概念與教學對策
低年級：

	學生們對於正方體和長方體的概念並不十分了解，當一個立體的東西只要有一面是正方形或長方形，他們就會認定為正方體或長方體。


	· 學生們容易搞不清楚正方體或長方體，例如：一個立體盒子，上下二面是面積不一樣的正方形，旁邊四面是相同的梯形，學生們就容易誤認為正方體。因為他們認為它較大的面是正方形，就是正方體。

· 所以教師拿各種不同形狀的立體圖形之實物讓學生們分辨長方體、正方體，將學生們分組進行辨認比賽，讓學生們加強印象。

· 教師並運用西卡紙製作一個正方體和長方體，在課堂上拆開、展開，讓學生們量一量、看一看正方體的組成都是正方形，而長方體的組成有正方形或長方形等。

【李麗雲老師受訪，羅竹平訪談】

	許多小朋友在面對一些形狀近似正方體的長方體，會把它歸類為正方體。
	此時吳老師請同學帶來各式各樣的方形紙盒，請同學量一量正方體與長方體的每一個邊，當同學發現正方體每一個邊都一樣長時，老師再告訴同學這就是正方體的條件。所以同學日後面對近似正方體之長方體時，只要會善用工具測量，便能清楚地區辨。

【吳淑華老師受訪，林怡伶訪談】

	正方體與長方體搞混。
	陳老師：低年級有些學生常將正方體與長方體搞混，對於長寬相等之「正方面長方體」當成「正方體」。陳老師認為這就是對於正方體的定義沒有搞清楚。

對於定義不清楚有些老師會要求學生「熟背定義」，但陳老師的做法是設計實體教具，她認為低年級學生的特性就是還在具體運思期，透過實體的接觸，之後請學生說出彼此的不同，再由老師歸納學生的觀察加以寫成定義。

陳老師提到有些老師為了怕學生實作過程浪費時間，就將實做過程直接跳過，他認為這並不能解決問題，只是將問題延後發生而已。

所以陳老師的方法就是實作 → 歸納 → 定義。

【陳美玲老師受訪，陳勇全訪談】

	基本圖形都懂，但教材上常會將平面和立體的物品弄在一起，如：圓柱體正面印出來是什麼圖形？側面印出來又是什麼圖形？
	需用實物讓學生操作，一起動手蓋蓋看，自己發現正面印出來是圓形，而側面印出來則是長方形。

【許敏玲、陳雅芬、許家瑛、張玉娟、盧斐雯訪談】

	在辨別物體時，學生也容易發生以下的錯誤：

（1）分類時，誤認相似的形體為同一形體，例如：正方體與長方體。

（2）只看物體的其中一部分（面向）即回答問題，例如：看到
[image: image43]中長×寬的部分，即主觀認定其為長方形。
	（1）老師會拿出事先準備的物體（教具），請學生以小組討論的方式，針對兩兩容易誤認的物體去做認定與區別其相異處，其後請學生以此形體，舉出生活中對應的實際物品（例：長方體→牙膏盒），經此過程，學生便不易再發生誤判的情形。

（2）引導學生去實際觸摸物體（教具），使其了解一樣物品有多方的面向。

【張桂英老師受訪，陳靜儀訪談】

	在一年級課本中，有教到“圖形的概念”，學生容易將二維圖形和三維圖形搞混。

例：圓形和圓柱體，學生會認為圓柱體也是圓形的一種。
	老師會針對這一個部分，讓學生拿生活中的一些空盒子來做分類，例如：餅乾盒、罐頭，讓學生真正的知道課本中，所說的圖形到底長的怎麼樣，才能真正了解如何做分辨。

【王惠欣老師受訪，楊婉貞訪談】

	二維與三維概念的建立。
	還是用實物展現，多用生活中的例子，也可讓它們摸摸看，小朋友會比較容易理解。

【陳玉眞老師受訪，洪嘉琳訪談】

	立體圖形：

有兩面為正方形的長方體，且高較長、寬為短時，易誤解為正方體。
	透過積木（兩塊長方體相疊後成正方體操作），加強小朋友對正方體的概念。此外多提供操作機會，讓小朋友建構出『正方體的每面皆是正方形』的概念。

【董惠鈞老師受訪，林珍伶訪談】

	· 不易辨別正方體與長方體的形狀的差別以及不清楚立方體的高度與長度之間的差異。

· 立方體的透視圖。
	· 拿出實物讓小朋友一個一個具體比較;實物之間必須有大小與高差的差別，譬如說:拿較大的禮盒與小型的紙盒做比較。再者，將一堆正方體與長方體擺在一起，請小朋友先做分類，老師再根據結果去檢討，並且歸納出重點，讓小朋友去觀查出不同方體的特性。

【陳麗珠老師受訪，蔡宛蓉訪談】

· 拿一個長方形的物體，問學生有沒有發現有二個邊比較怎樣，另外兩個邊比較怎樣，學生會回答較長，另一邊較短，接著老師就重複學生的回答，告訴學生原來有兩個長兩個短的就是長方形。
【楊雅如老師受訪，林季伶訪談】

· 利用實物的操作：利用牙籤與黏土製作形體，讓小朋友藉此增加透視空間概念。

【陳姿吟老師受訪，徐爽喨訪談】

	不會畫立體圖形。
	1. 老師拿實物讓學生觀察與比照。

2. 與美勞課結合，讓學生能有實作的機會。

【江心玉老師受訪，馬靜雯訪談】

	(1)對於正方體、三角錐體、圓柱體的概念不清。

(2)對於圖形重疊的個數問題易算錯，因為是立體圖形，學生容易只算到表面看得到的圖形，對於看不到的那面則易忽略。


	(1)拿出具體實物教學，並要求學生記口訣，例如正方體是上下左右，三角錐體則是前後左右底，而圓柱體則是底。

(2)要求學生先算第一層的個數，再算第二層的個數，以此類推，一層層的算最後再將全部加起來，若遇到上面圖形有缺一角的題目時，在數個數的時候須提醒學生下面的積木要有上面的支撐，因此下面的個數一定不會比上面的少，同時並以真正的積木讓學生體驗。

【林恆如老師受訪，黃千恩訪談】

	體積

請小朋友用30個白色積木堆出1個長方體或是正方體，小朋友會因為堆出來的形體比較高，而認為高的形體比較大。


	【方法一】：將小朋友堆成的不同形體複製到講台上，透過數積木的方式讓小朋友了解，其他小朋友堆出來的東西皆是用30個白色小積木堆成的，所以是一樣大。

【方法二】：拿兩塊一樣大小的紙黏土，先要小朋友比較兩塊紙黏土的大小，接下來當著小朋友的面將一塊紙黏土捏成細細長長的，再請小朋友比較兩塊紙黏土大小。因為有了先前比較的經驗，所以小朋友皆可回答兩塊紙黏土是一樣大但是形狀不一樣。

【吳宜勳老師受訪，吳妮晏訪談】

	圖形
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能堆成什麼形體？


	這樣的題目通常對二年級的小朋友來說，有點抽象，尤其是積木數不少，唯有透過實作的經驗小朋友才比較可以體會。 

【吳宜勳老師受訪，吳妮晏訪談】

	體積
	學生問題：

容易混淆正方體與長方體

老師的對應：

1． 利用故事，如以家族區分，指出正方體就是爸爸(長)、媽媽(寬)、我(高)都是一樣的。

2． 故事可以自由發揮。

【呂美玲老師受訪，張琬婷訪談】

	積木空間：課本上數積木的空間圖，學生較不會透視概念，常會遺漏裡面的積木而數錯。
	利用實體操作多次練習。

【郭雅雯老師受訪，朱雅芬訪談】


中年級：
	學生們很多都不會畫立體圖形的展開平面圖。

例如：長方體立體圖形的展開平面圖。

  

1          2          3

           4

5

           6
	1.老師將面紙盒打開攤開，讓學生觀察長方體立體圖形的平面圖（請不會畫的學生，拿一個立體圖形的實物打開來畫出其展開平面圖）。

2.黑板上畫出長方體立體圖形的平面圖。

3. 顧老師請學生先畫出圖中123的部分，畫好後再畫圖中456的部分。（長方體立體圖形的平面圖）

4.畫正方體立體圖形的平面圖時，顧老師提醒學生正方體每邊一樣長先切塊，最後長出翅膀。

【顧素珠老師受訪，莊靜詩訪談】

	立體圖形體積的計算。

例如一塊大的正方體體積加上一塊小正方體體積。


立方體：

(1)畫立方體

(2)只看到表面

【例】：看到4個堆起來的立方體會認為只有3個。


誤認為角落露出3個面的1個立方體為3個。


	1. 顧老師教學生先求大塊正方體體積後，再加上小塊正方體體積。

2. 如果題目為一塊大的正方體體積中少掉一塊小正方體，則先求大塊正方體體積後，再減掉小塊正方體的體積。
【顧素珠老師受訪，莊靜詩訪談】


高年級：

	不易掌握之概念

(常見迷思概念)
	教學者之對策

	空間問題

學生容易把平行面和垂直面的概念混淆。
	讓學生多練習幾次。

【王美齡老師受訪，劉又寧訪談】

	許多學生對於黑板上畫的立體圖形，很難了解，無法想像它的形狀概念。
	此時李老師就會利用實體教具來教學，讓學生在親身觸摸、近距離觀看實際立體狀的教具後，希望藉此能較清楚黑板上所畫的圖形意義。

【李秀蓉老師受訪，曾建民訪談】

	透視圖
	老師可利用泥土及牙籤製作出各種體積的透視圖，藉以增加學生的具體印象。

【王素卿老師受訪，王雅慧訪談】

	對於立體的圖形沒有空間感。
	孩子對於如左下圖般的立體圖形，較難辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題，可利用生活中可拿到的紙盒，讓孩子們實際觸摸，而後將之展開從而了解盒子從何而來，是如何由點、線、面構成。


【黃傳盛、顧心宜、張馨尹、吳志剛、黃碧伶訪談】

	對立體圖形沒有空間感：

學生對於立體圖形的概念較難理解，也不容易辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題。
	利用生活中可拿到的紙盒，讓學生們實際觸摸、操作，而後將盒子展開去看其展開圖，從而了解盒子是如何從點、線、面而構成立體圖形的。

利用保利龍球及牙籤做成立體圖形，讓學生可以清楚看見其透視圖形，以幫助學生建立空間的概念。

【曾慧芬老師受訪，林珍伶訪談】

	對於立體的圖形沒有空間感。
	孩子對於立體圖形，較難辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題，可利用生活中可拿到的紙盒，讓孩子們實際觸摸，而後將之展開從而了解盒子從何而來，是如何由點、線、面構成。

【劉穎明老師受訪，林佩君訪談】

	矩形表面積計算，學生對於面積的概念並不是很理解，另外，填寫面積單位時常發生混淆。
	因為學生實際操作不夠，對立體圖形的展開顯得陌生，所以採用具體操作的方式，將矩形的立體圖形變成平面展開圖，讓學生實際多看，也讓學生自己動手將展開的平面圖摺成立體圖形。至於單位表示方面則是採用多方提醒的方式幫助學生書寫正確的面積單位。

                    【鄒榮宗老師受訪，林靜宜訪問】

	學生的空間量感不好。

【例】：問學生”教室的學習角”約幾立方公尺？學生大多估計約2或3立方公尺，但實際上應該有5立方公尺。
	圍出1立方公尺的實際大小，讓學生站進去，讓學生體驗一立方公尺的大小，並知道一立方公尺約可站進5至6個學生那麼大。

【張志成老師受訪，林麗卿訪談】

	對於立體的圖形沒有空間感。


	學生對於立體圖形，就感到很難很陌生，較難辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題，可利用生活中可拿到 的紙盒，讓孩子們實際觸摸，而後將之展開從而了解盒子從何而來，是如何由點、線、面構成。


【葉詠琪訪談】

	立體空間數格子
	普遍說來學生的立體空間感都不好，無法想像格子分布的狀況。老師用過實務操作，親自以教具讓學生去觀察，但是反應還是沒有非常好，老師只有讓他們多練習去熟悉概念。

【張夢鑾老師受訪，杜陽蘭訪談】

	立體圖形畫成平面比較困難


	延續舊經驗進入新觀念—以前教過平面、現在教立體，都要有具體實物操作來讓小朋友理解，以實物幫助小朋友學習。（老師讓小朋友利用廢紙、牙膏盒等，作實際展開圖的介紹及製作）

【張美惠老師受訪，許鳳琪訪談】

	平面與立體概念的建立。


	進行概念演進順序：長度→面積→體積。並使用具體建立概念教具：一立方公分的「小白顆粒」。

先從小白顆粒排起(以下此圖為俯視圖)：





長：用了幾顆小白顆粒排出的？

寬：用了幾顆小白顆粒排出的？


面積：一共有幾顆小白顆粒？


小白顆粒堆疊高





體積：現在有幾顆小白顆粒？

              【高福明老師受訪，廖家雯訪問】

	立體圖形：

容易出錯的地方是，問立體圖形中，哪一邊和哪一邊平行或垂直哪一面，因為學生無法看到不透明的另一面，尤其要畫透視圖對一些學生更是困難。
	老師認為立體空間與智力發展有相當的關係，有些學生會學的較辛苦。他會利用習作附件的模型，要學生和自己同步操作，剛開始的練習題他還准許學生拿實務操作，而後再讓學生熟練後不倚靠實物。另外，他也會使用像牙籤的棒子讓學生自己去感受那看不見的一面。

【高文旭老師受訪，鍾君華訪談】

	立體圖形

(區辨柱體及錐體

(角柱體和角錐體的面數、頂點數和邊數
例：下列圖形是屬於何種立體圖形？

 [image: image45.png]



	例１：利用模型及展開圖，讓學生直接觀察及區辨柱體及錐體的不同。並讓學生計算角柱體和角錐體的面數、頂點數和邊數。
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例2：教師出示圓錐體、三角錐體及四角錐體，學生試從一堆圖形中找出相同者配成一對
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【朱允婷老師受訪，陳素蘭訪談】

	柱體表面積

（常會與柱體體積混淆）
	1. 釐清學生對體積與表面積的概念，透過實物與圖片，辨認柱體體積與柱體表面積。
2. 解題的技巧為先找到底面積。

3. 加強學生將立體圖形展開為展開圖的概念，學生在觀察展開圖時，可以形成視覺的面的旋轉接合。

4. 了解公式進而熟用。

【蔡明娟老師受訪，高嘉君訪談】

	無法立即區辨角柱與角錐。
	老師利用各式角柱、角錐教具，反覆詢問學生「這是什麼？是角柱（錐）？是幾角的角柱（錐）？」，讓學生經此反覆的動作，去熟練並歸納出角柱與角錐的定義與異同。

【黃俊儒老師受訪，陳靜儀訪談】

	柱體和椎體的判定，學生容易混淆。


	老師會利用利用生活中的實物，例如：各式各樣建築物的圖片，來show給學生看。或者是讓學生分組去收集個式各樣在生活中會出現的柱體和椎體，讓學生建立概念。除此之外，老師表示摺紙也是一個不錯的方法。學生也可以透過摺紙來加強概念。

【蔡桂芬訪問，馮欣雁整理】

	形體的迷思 

對於立體圖形如長方體、圓柱體的拆解較不容易了解



	請學生拿出生活中所用到的物品如「冰淇淋甜筒包裝」、「餅乾盒」來觀察與拆解並且分組製造不同型體的模型，教師並且用圓柱體與圓錐體類似的來做比較的教學。

另外，學生在觀察方體時，一邊畫下透視圖將自觀察的立方體畫下來，便可幫助學生對於立體概念的推理與連貫的思考。

【陳秀真老師受訪，蔡宛蓉訪談】

	圓柱體
	學生對於圓柱體側面形狀常常無法辨別，由於圓柱體側面成曲面狀，所以學生會認為展開圖也應該是曲面，而無法了解到圓柱體的側面為長方形，此外長方形的長剛好為底面的圓周長。此時，可讓學生練習利用色紙剪裁出圓柱體的側面，在把它黏貼到圓柱體的側面上，讓學生了知道圓柱體的側面為長方形。
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【王素卿老師受訪，王雅慧訪談】

	體積的概念

三度空間對學生而言是一大困難。
	教導立方體時，最好是拿教具，讓學生自己動手摸、翻轉，瞭解面與面的關係，進而瞭解面與邊的關係和垂直等等的定義等。

也可請學生自己帶牙籤或火柴盒棒，讓他們自己組成各種立方體，再詢問需要多少根棒子才能組合，最後由老師歸納各種可能而清楚定義各類名詞，如邊、垂直……等。

【周勇老師受訪，林世健訪談】

	體積的運算：

立方的概念學生比較無法體會，一看到「立方公尺」就會覺得題目變得很難。
	老師認為要教學生「立方公尺」的觀念時，他會從線段（公尺）、面積（平方公尺）進一步講到體積（立方公尺）。在黑板上一字排開解說觀念，老師認為這樣由學生已知的舊觀念去堆砌新知識接受度會更高。

【高文旭老師受訪，鍾君華訪談】

	各種立體圖形的求體積
	學生尤其對於不完全的立體圖形感到迷惑，老師會給學生灌輸的觀念是遇到這種題目，不管給的圖形多奇怪，用任何方法，切割或是補滿圖形，只要找出求體積的必要條件長、寬、高即可，並讓學生能有實物觀看，去模擬比較。

【張夢鑾老師受訪，杜陽蘭訪談】

	認識立方公分與立方公尺的關係：學生雖了解公分與公尺間的關係，但將其引導至體積時，無法直接理解當初長度間的100倍關係為何變成1000000倍。
	老師會先詳加解釋1立方公尺＝1公尺×1公尺×1公尺＝100公分×100公分×100公分＝1000000立方公分。若有些學生還是不易理解時，則可以藉由問學生「1公尺的邊可以排幾個1立方公尺的正方體？可排成幾排？有幾層？」等問題以澄清學生的觀念。

【黃俊儒老師受訪，陳靜儀訪談】

	單位

學生常會搞錯長度、面積、體積的單位。

例如：平方公尺（㎡）與立方公尺（m³），學生在寫答時會分辨不清。
	秋媚老師會要求學生在寫算式時，要將單位寫出來，並常常提醒學生長度、面積、體積單位的不同。

例如：2公尺（m）×2公尺（m）＝4平方公尺（㎡）

      2公尺（m）×2公尺（m）×2公尺（m）

      ＝8立方公尺（m³）

【黃秋媚老師受訪，鄧舒薇訪談】

	空間、體積方面：像小朋友如果遇到用一個個方形的小立方體A，求一個水槽的容積時。本應該水槽的長、寬、高分別除以小立方體A的長、寬、高，應該是沒有問題，但是小朋友如果除不盡時，就會直接進位。
	其實這是很嚴重的認知錯誤，因為除不盡的長、寬、高是無法拼成一個小立方體A的體積的。老師的解決策略是畫圖形講解或是實際拿立體圖形來說明。

【張美惠老師受訪，許鳳琪訪談】

	立體圖形中的點、線、面以及邊長或表面的垂直、平行概念容易混淆
例如：

a.學生表示邊長時，會把邊ㄅㄆ寫成邊ㄅ，忘記ㄅ只是一個頂點，一邊長應該有兩個頂點。

b.學生會把柱、錐體的各頂點、邊長、面有多少個混在一起，分不清楚。

c.看立體透視圖時，判斷垂直與平行的邊或面易弄錯。
	· 教師上課時可以拿骨架教具教學，讓學生建立一個邊長有兩端的概念(教具：一棒子和兩粒小球代替)。

· 教師可以利用展開圖幫助學生數數看各立體圖形各有幾個面，通常學生的習作附件中有，可以讓學生實作。

· 教師先確定學生已清楚垂直、平行的概念之後，再拿出立體圖形的教具及搭配骨架圖、教具輔助教學。

· 可以先從平面中的線段幫學生建立垂直、平行的概念，再切入立體圖形的教學。

【顏秀芬老師受訪，葉玟孝訪談】

	和體積相關的單元，學生們
的迷思有：

1. 缺乏立方體的概念

2. 體積和容積的單位換算等問題
	採取實際操作拿實物，比方說找個餅乾的盒子，先壓扁在盒子中間的部分剪掉一個長方形，再將盒子攤開後，即呈現出一個大的立方體中間缺了個小立方體的圖形來，利用這樣的實物操作來讓他們對於題目中常見的圖形作個連結，建立他們對於立方體的空間概念。

    對於容積與體積之關係，利用之前所學的知識連結起來，利用式子證明給學生看：

1公秉=1000公升=1000x1000(毫升)=1000000毫升=1000000立方公分。

又1000000立方公分=1立方公尺，

所以1立方公尺=1公秉。

藉由公式的分析引導，使學生更加清楚公式的由來，如此可以促成學生不再死背公式。

                     【孫美娟老師受訪，高芸瑾訪問】

	體積與表面積混淆
	學生常常會把表面積與體積算法搞錯，此時，可利用紙盒讓學生實際畫出表面積讓學生真正了解到表面積的意義為何。

【王素卿老師受訪，王雅慧訪談】

	體積&表面積

兩者的概念與計算都易混淆
	利用積木去排橫、排直、排高，讓學生發現長*寬*高為整體體積的算法，而表面積則讓學生觀察有幾個面，只算每個面的面積該怎麼算？

【張櫻美老師受訪，陳加雯訪談】

	矩形表面積計算

學生理解矩形表面積是由三組長方形面積組成的概念不佳，且填寫面積單位時常發生混淆。
	學生對這方面的不足，鄒老師由習作與評量測驗中發現，鄒老師認為可能是學生實際操作不夠，對立體圖形的展開陌生，所以採用具體操作的方式，將矩形的立體圖形變成平面展開圖，讓學生實際多看，也讓學生自己動手將展張的平面圖摺成立體圖形加以固定黏貼，透過實作讓學生體驗矩形表面積是由三組長方形面積組成。至於單位表示方面則是採用提醒的方式幫助學生書寫正確的面積單位。

【鄒榮宗老師受訪，劉秀娟訪問】

	在教材裡面除了教體積，也教了表面積，但是學生對於這兩個名詞很難連貫。

此外，在有些題目中會把一部份給挖掉，給學生算體積及表面積，學生就沒有辦法對這樣的圖形作理解並要如何解題。
	老師會先說明什麼叫做表面積，讓學生先對表面積有所體認，知道面積怎麼算就可以再進一步知道表面積如何做，對於學生沒有辦法知道要如何把一個固體拆成展開圖，老師就只好一一解釋，展開給學生看，讓學生可以從實體中獲圖畫中去理解展開圖的構造。

對於挖掉一部份的題目，其實熟悉之後，就會知道這樣的題目就是上、下相抵，即可算出表面積。老師說學生一開始沒有辦法理解挖掉之後的圖形變成怎樣，而且對於挖掉之後的圖形也沒有辦法直接透視到這樣的固體如何算表面積。所以老師的方式就是一步步教，先算一個面的面積，在算其他面，直到六個面都算出來為止。這樣學生就比較會循序漸進，不會出錯了！
【陳惠娟老師受訪，詹恩琪訪談】

	立體(柱體和錐體)的表面積計算：

學生對於立體的表面積是由平面圖形面積組成的概念不佳。 
	學生對這方面的不足，是老師由習作與評量測驗中發現到的，有些學生對於將立體的東西展開是較陌生雨抽象的，所以利用實際操作的方式，將抽象的東西具體化。課本附件有柱體和錐體的展開平面圖，讓學生自己動手將展張的平面圖摺成立體圖形加以固定黏貼，透過實作讓學生體驗可以幫助學生理解。

【陳君虹老師受訪，蔡易儒訪談】

	透視：

由於空間是屬於比較抽象的東西，若是直接看課本的平面圖，立體圖形的另外一面就會隱藏起來而看不見。
	為了讓小朋友能對立體圖形更加有概念，杜老師光讓小朋友做課本後面的附件(自己製作立體圖形的附件)，就整整花了一節多課的時間，藉由附件的輔助，可讓小朋友能真正看到那個圖形的實體，藉此可使他們更能有3度空間概念，建立小朋友從具象到抽象的轉換，基本上讓他們能實際操作看看後，幾乎百分之80或90的小朋友就比較沒問題了。

【杜守正老師受訪，李瑞俞訪談】

	立體圖形：

某些學生對立體概念及圖形的觀念，比較難以建立或難有空間感。
	老師可從面積的觀念開始帶起，以換醒學生舊記憶，再說明從平面圖形延伸到立體圖形所需要注意的關鍵點。在教導立體圖形時，ㄧ定拿實際物品示範說明，最好也讓學生親自觸摸並丈量物體，對於建立學生的空間感及物體是由點、線、面所組成關係的會有幫助。

【黃怡嘉老師受訪，許靖宜訪談】

	體積的求法：

例：小朋友不懂為什麼長方體體積的求法為長×寬×高。

Ex：求下列長方體的體積。




	老師會運用積木的教具，先讓小朋友動手去排出與圖形大小一樣的第一層面積形狀，再請小朋友去計算第一層的面積，讓他們了解面積的求法為長×寬＝5cm×3cm；接著再讓他們繼續依此類推排出四層大小一樣的長方體，告訴小朋友同樣的東西有四層所以必須再乘以4，由此得知長方體體積的求法為長×寬×高。

【黃武德老師受訪，張思婷訪談】

	對立體圖形沒有空間感：

例：學生對於立體圖形的概念較難理解，也不容易辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題。


	· 利用生活中可拿到的紙盒，讓學生們實際觸摸、操作，而後將盒子展開去看其展開圖，從而了解盒子是如何從點、線、面而構成立體圖形的。

· 利用保利龍球及牙籤做成立體圖形，讓學生可以清楚看見其透視圖形，以幫助學生建立空間的概念。

· 多練習實做。

【洪文欽老師受訪，呂其翰訪談】

	沒立體感：

許多學生對於黑板上畫的立體圖形，很難了解，無法想像它的形狀概念。
	此時郭老師就會利用實體教具來教學，讓學生在親身觸摸、近距離觀看實際立體狀的教具後，希望藉此能較清楚黑板上所畫的圖形意義。

【郭嬪文老師受訪，蔡亭葦訪談】

	柱體與錐體的混淆：
	利用教具中的實物來加深學生的印象，並由學生舉出實例生活中有哪些所見是柱體與錐體的形狀。

【陳美華老師受訪，蕭秋婷訪談】

	表面積的運算：

例：小朋友計算時，往往只從肉眼看的到的那三面作運算，忽略了一個正方體其實有六面，（不具備對立體圖形的透視感）。

Ex：求此正方體的表面積。





	老師利用了課本附件所附的正方體展開圖作解說，也會請小朋友回家準備任何一個正方體的盒子帶到學校，在課堂上讓她們自行拆解並展開，數一數正方體一共有幾個面，講解完再請他們將展開圖組合回原本的正立方體，使其具有立體與展開的概念。並在運算時拿起正方體紙盒告訴小朋友正立方體一共有〝上、下、左、右、前、後〞六個面，所以表面積計算時需乘以6。


【黃武德老師受訪，張思婷訪談】

	體積－表面積與展開圖：
	學生不懂什麼展開圖能組成什麼樣的體積。老師多以實物（如牙膏盒、粉筆盒）來加強概念。

【盧慧凌老師受訪，林百慶訪談】

	體積概念：

分不清長、寬、高。
	· 以實物操作讓學生實際體驗，如將飲料等盒子拆開，說明點、線、面，從面積概念延伸成體積。

· 畫體積圖形讓同學指出何為長？何為寬？何為高？

【余文芳老師受訪，蔡明君訪談】

	對立體圖形沒有空間感學生對於立體圖形的概念較難理解，也不容易辨認出長、寬、高因此對於計算體積也常出現問題。
	· 利用生活中可拿到的紙盒，讓學生們實際觸摸、操作，而後將盒子展開去看其展開圖，從而了解盒子是如何從點、線、面而構成立體圖形的。

· 利用保利龍球及牙籤做成立體圖形，讓學生可以清楚看見其透視圖形，以幫助學生建立空間的概念。

· 多練習實做。

【洪文欽老師受訪，林子嵐訪談】

	學生對於三角錐、四角錐、五角錐等等的角錐體，會搞不清楚它們的底面形狀為何，部分同學會把四角錐、五角錐以上的底面形狀寫成多邊形。
	老師的做法是以實物教學，教科書所附的教具裡有三角錐、四角錐等的角錐體，其特色是底面和上面的錐體可以拆開，讓學生更清楚的看到底面的形狀為何種。有了實體的概念後，還需要不斷地提醒和複習。至於把四角錐、五角錐以上的底面形狀寫成多邊形，老師會和學生加以釐清，四邊形以上都稱多邊形，因此，這樣的答案過於含糊，並不完全正確。

	立體物共有幾個面？幾個點？幾個邊？

六角柱共有幾個面？幾個點？幾個邊？
	讓學生自己利用厚紙板做出柱體，並帶至課堂上觀查。

【林尼珠老師受訪，邱淑君訪談】

	單位換算的問題，例如：1立方公尺＝？立方公分等
	老師對於平方、立方的概念澄清，即運用例子輔助教學。

【余文方老師受訪，吳偉立訪談】

	單位公尺的換算

例如：1立方公尺=1000000立方公分，推論的部份薄弱，且生活經驗中不易用到，也或許之前在建構上，都是屬於簡單的數字大小，遇到如此大的數字易太抽象。
	可以有生活中舉例是最好，但是有也與學生不太相關，所以只能藉由題目練習來增加熟悉度。

【林月梅老師受訪，朱雅芬訪談】

	單位的換算

如：立方公尺與立方公分的換算，數字太大，即使學會換算，但考試時容易緊張、時間不夠，往往因此而成績不佳。
	· 平常教學會舉生活實例，幫助學生換算。

· 考試時，會建議學生一拿到考卷先寫下所背的換算單位，或許這個工具就可以幫他進行思考解題，老師覺得工具會影響解題，所以老師盡量幫助學生學習外相對也能得到成就感。

【宋屏麟老師受訪，陳小婷訪談】

	體積、表面積

倒推回去有問題，不會與生活做連結。

例如：正方形體積一立方公尺，那邊長是多少？
	運用到生活上，例如：宅及配運送包裹需要利用體加大小來算價錢；送出去的禮物需要包裝，就要算到表面積。

【林月梅老師受訪，朱雅芬訪談】

	椎體與柱體

有時在判斷底面形狀時，會有錯誤，或是用「多邊形」來涵蓋所有柱體或柱體的底面形狀


	老師會利用教具或附件中的圖卡，讓學生有觀察或實際操作的機會，在平面變成立體的過程中，學生對各椎體與柱骿的展開圖就會比較有印象，進而理解每個椎體與柱體的組成與展開形狀，例如：




【潘尚鳳老師受訪，李端華訪談】

	面積、體積計算的單位問題
EX：長50公分、寬10公分、高1公尺的長方體體積是多少？

學生：

會直接將50×10×1，未顧

慮到單位不同的問題。同

時在答的部分也較難分辨

平方及立方單位。
	老師先進行解釋，面積是指平面的物，因此是使用平方公分、公尺…；而體積是立體的物品，因此是使用立方公分、公尺…。

經由解釋釋學生了解後，在讓學生以口訣方式記下。

面積：平面      平方公分、公尺…。

體積：立體     立方公分、公尺…。

         【連亨宗老師受訪，林苔忻訪談】

	空間概念差

有時在看立體圖形時，因為空間感較差，容易判斷錯誤
	· 例如在下圖中，無法辨別平行四邊形中交叉的兩條直線，而會認為那兩條線是「斜線」，此時老師會讓他們看實物，幫助他們建構立體空間

【潘尚鳳老師受訪，李端華訪談】

	長度、面積、體積剛開始沒有這樣的概念。尤其是體積的高的部分
	1. 圖解

2. 實例

3. 做比較表面積

【顏秋華老師受訪，林品聿訪談】

	立方體：立體物的邊與邊、面與面垂直問題：


	1. 利用生活中可拿到的紙盒，讓學生們實際觸摸、操作，而後將盒子展開去看其展開圖，從而了解盒子是如何從點、線、面而構成立體圖形的。

2. 利用保利龍球及牙籤做成立體圖形，讓學生可以清楚看見其透視圖形，以幫助學生建立空間的概念。

3. 多練習實做。

        【受訪者：郭毓倫師；訪談者：邱旻晟】

	立體圖形的迷思

學生對於課本上所呈現立體的圖形無法接受。
	· 利用牙籤與豆豆或是黏土，讓學生實際去組合出立體的圖形，並且找出面、邊與點的數量。


· 有實際的立體圖形學生較能接受一些空間上的概念。

【張啟泰老師受訪，董毓琳訪談】

	學生常常分不清楚立體透視圖中兩個面或是兩個邊互相平行或是垂直的題目。

【例如】觀察正方體的透視圖：

(1)邊CD與邊BC互相(   )。

(2)邊AB與邊GH互相(   )。

(3)面ABCD與面ABFE互相(     )。

(4)面ABCD與面EFGH互相(     )。  
	· 利用實際的正方體讓學生親身體會。

· 可以在圖形上用色筆畫出指定的兩邊或兩面，來判定兩者之間的關係。

· 利用平行與垂直的基本概念來回答問題。

【例如】觀察正方體的透視圖：


(1)邊CD與邊BC互相(   )。

(2)邊AB與邊GH互相(   )。

(3)面ABCD與面ABFE互相(     )。

(4)面ABCD與面EFGH互相(     )。  

◎ 邊與邊垂直的概念是相交於一點並且兩邊所夾的角為直角。從題目中找答案：

(1)邊CD與邊BC互相(   )。→邊CD與邊BC可以找出相同的點為C，因此可以知道C點是邊CD與邊BC的交點，所以這題為「垂直」。

(2)邊AB與邊GH互相(   )。→邊AB與邊GH並沒有找到相同的點(A點、B點、G點、H點都不同)，

因此可以判定此題為「平行」。

◎ 面與面垂直的概念是相交於一線並且兩面所夾的角為直角。從題目中找答案：

(3)面ABCD與面ABFE互相(     )。→在面ABCD與面ABFE中可以找出相交的邊AB，因此可以判定此題為「垂直」。

(4)面ABCD與面EFGH互相(     )。→在面ABCD與面EFGH互相中並沒有找到相同的邊，表示兩面是沒有交集，因此可以判定此題為「平行」。

· 即使是面ABFE與面AEHD也能利用此方法找出相交的邊AE而判定兩面垂直。

【張啟泰老師受訪，董毓琳訪談】

	對於體積圖形，會有知覺集中的盲點產生。


	如下圖，學生會以為只有三塊立方體，老師在教學時會實際疊積木給學生看，學生就不會只看圖的表面。


【張尤軍老師受訪，彭小芳訪談】

	體積、容積：在單位換算時常會出現錯誤。


	實際操作：老師會以實際操作的方式來示範並說明容量與體積間的關係。

（1） 老師會在課常上拿一個透明的盒子，並倒入有顏色的水。

（2） 接著老師在加了水的盒子裡放入一塊積木，讓學生觀察水位的變化。學生會知道原來上升的水位就是積木的體積。

（3） 藉此讓學生了解1立方公分＝1毫升，體積和容量是可以互換的。 

【世賢國小許美華老師提供,TKU94A賴郁婷整理】




四.教學策略

體積的概念是堆疊活動的抽象結果，必需透過豐富的操作、點數、切割、比較、拼湊等活動，才能從具象到心象再到抽象的結果，進而察覺到在求效率的原則下，才有公式的引入，故此時公式不只是靠記憶，而是透過瞭解，亦即不只知其然──知道不同形狀的面積與體積公式，而且知其所以然──能說出每個面積公式或體積公式的及推算過程，如此的公式才有意義。

體積是物體佔有空間的量，其與物體的質量、重量或密度無關，各可透過視覺觀察活動而得。故體積絕不只是長 ×寬  ×高的刻板印象，而是描述物體三維的量，故體積概念的啟蒙必須透過多種表徵方式加以描述，如使用肢體或口頭的描述，或使用實體物或可用文字、符號、圖象等加以呈現。例如：可以用手比出氣球變化的情形，以獲得體積佔空間量愈來愈大的經驗。

國小兒童在幾何圖形與空間概念的認知，大都僅在視覺辨識與結構分析時期，由透過視覺觀察具體物、堆疊、製作、描繪，逐漸發展到能分析圖形的組成要素、性質與關係。因此，國小數學課程中，圖形與空間的教學，以能獲得與瞭解「各種基本形體的概念」、「構成要素及其間關係」、「運用各種工具和方法繪製基本圖形」、「認識與繪製展開圖、透視圖、縮圖、擴大圖」等概念與技能為目標。低年級以觀察、複製、描繪實物形體或其表面，分辨圖形的形狀與各部分特徵為主；中年級乃透過製作探討各種簡單形體的構成要素及其間關係，以及簡單畫圖工具之運用；高年級則進一步透過操作與觀察，探討圖形間的關係，並能做簡單之應用。

教師在教學之前必須詳細研究各單元的教學重點、教學方法、選擇教具、布置教學情境，設計診斷與評量的要項與方式。教學時，強調兒童自行建構，教師扮演「佈題者」的角色，適當提出問題，使兒童成為「解題者」。教師佈題之後，經常提出開放性的問題，促使兒童進入觀察、操作、描繪、探索、思考和討論等學習活動中，引導兒童各種不同的想法，並對各種想法進一步的追問與澄清，以解決問題，進而驗證、歸納和建構數學知識。

幾何圖形並非實際存在的東西，只是能從實際的物體去聯想到它。例如：我們在日常生活中所看到的一切器物、建築、…等，乃是圖形的化身，即圖形具體化的東西，圖形是從實物中摒棄如顏色、氣味、大小、材質、輕重、硬度、厚度、用途、…等性質，進而抽象後得到的概念。



五.綱要結構

	主題能力指標
	分年細目
	說明

	一年級

	S-1-01能由物體的外觀，辨認、描述與分類簡單幾何形體。
	1-s-02能辨認、描述與分類簡單平面圖形與立體形體。
	● 在此時期，只要訴諸學童之幾何直覺即可，不必強調其構成要素。在名稱的溝通上，可以先讓學童隨意發揮，啟發學童對圖形結構的體驗，老師再歸結到常用的名稱，並作合理的說明（不需要拘泥在嚴格的定義）。
● 簡單平面圖形，如：三角形、正方形、長方形、圓形等；簡單立體形體，如：球體、正方體、長方體、圓柱體、圓錐等。

	S-1-02能描繪或仿製簡單幾何形體。
S-1-05能透過操作，將簡單圖形切割重組成另一已知簡單圖形。
	1-s-04能依給定圖示，將簡單形體作平面舖設與立體堆疊。
	● 本細目的目標在體驗空間感與全等操作，可整合成一教學活動。
● 給定的圖示可為圖卡或實物，透過拼圖與堆積木等活動，讓學童進行平移、翻轉、重疊、比對…等全等操作的練習。

	二年級

	S-1-03能認識周遭物體中的角、直線和平面。
	2-s-01能認識周遭物體上的角、直線與平面（含簡單立體形體）。
	● 應進行在簡單立體形體中（參見1-s-02），認識「角」、「邊」與「平面」的教學活動。

	N-1-16能使用日常測量工具進行實測活動，理解其單位和和刻度結構，並解決同單位量的比較、加減與簡單整數倍的問題。
S-1-01能由物體的外觀，辨認、描述與分類簡單幾何形體。
	2-s-06能由邊長關係，認識簡單平面圖形與立體形體。
	● 例：由實測邊長，知道邊長相等的幾何形體有正三角形、正方形、正方體。

	三年級

	
	
	

	四年級

	N-1-15能做兩個同類量的間接比較與個別單位的比較。
N-1-16能使用日常測量工具進行實測活動，理解其單位和和刻度結構，並解決同單位量的比較、加減與簡單整數倍的問題。
	4-n-17能利用間接比較或以個別單位實測的方法比較不同體積的大小，並認識體積單位「立方公分」。
	● 例：用數量一定、形狀及大小相同的積木，堆積成各種可能的長方體或正方體。認識1立方公分的積木，用小積木複製某一特定物件，並點數複製時所使用的積木數量。

	五年級

	N-2-17／S-2-07能理解長方形面積、周長與長方體體積的公式。
	5-n-18

5-s-07能理解長方體和正方體的體積公式。
	● 長方體體積公式＝長×寬×高。
● 正方體體積公式＝邊長×邊長×邊長。
● 教師與學童可討論兩體積公式間關係。

● 可讓學童計算由長方體與正方體組成的簡單複合圖形，只處理相  接而不相內嵌的圖形。如下圖
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	N-2-18能理解容量、容積和體積間的關係。
	5-n-19能理解容量、容積和體積間的關係。
	● 容量、容積與體積均為空間大小的量。一般說來，體積代表實體佔有的空間，容量、容積代表的是實體內可負載的量，其區別如下：
體積：物體所佔空間的大小。
容積：某一具有確定三度空間的周界內的空間大小，通常此空間有容納物質可以隨時存取的功能。換言之，容積是指容器內部空間的大小，其概念是體積概念。例如：冰箱內部的容積。
液量：指容器內液體的量。如：水量。
容量：指容器可裝載的最大液量。

●「容積」概念的引入：可從容器內部空間的形狀和大小開始討論，引導用多少個1立方公分積木才能填滿，才由教師宣告盒子內部空間的體積就是這個盒子的容積。

●「容積」、「容量」的關係：聯絡發生的舊經驗：盒子的容積是多少？同一個盒子的容量是多少？再由教師配合活動操作的結果宣告1公升的水所佔的空間是1000立方公分；讓兒童了解水所佔空間的體積是多少，進一步才討論容器內部空間不是長方體時，可由容量推算容積。

● 當兒童認識水也有體積之後，便可以討論「沉入水中的物體的體積，等於此物體所排開的水的水量，也就是水所佔空間的體積」。

	S-2-01能運用簡單幾何形體的組成要素，做不同形體的分類。
	5-s-06能運用「頂點」、「邊」與「面」等構成要素，辨認簡單立體形體。
	● 參見4-s-01。

● 例：正方體的各面都是邊長相等的正方形，且相對的兩面互相平 行，相鄰的兩面互相垂直。正方體總共有8個頂點、12個邊、6個面。

● 例：正四面體4面都是邊長相等的正三角形，共有4個頂點、6個邊。

	S-2-02能理解垂直與平行的意義。
	5-s-08能認識面的平行與垂直，並描述正方體與長方體中面與面的平行與垂直關係。
	● 只要具體觀察即可，不必說明面垂直與面平行的定義。

	六年級

	N-3-17／S-3-06能理解簡單直立柱體的體積為底面積與高的乘積。
	6-n-13
6-s-06能認識直圓錐、直圓柱與直角柱。
	

	S-3-05能認識直圓錐、直圓柱與直角柱。
	6-s-05能理解簡單直立柱體的體積為底面積與高的乘積。（同6-n-13）
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